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SCOLAR JUDETEAN VASLUI

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 17 februarie 2018
Clasa aVIll-a
Problema 1.
a) Si se arate ci v20172018% + 40344037 € M.

b) Fie e, b € R* astfel incat a> — b® = 3ab. S$i se arate ci

||a:: b*> 6b 6a
-4+ —+———+4 23 este numir natural patrat perfect.
.,q'b- at a b

¢)Sasearate cd /(n+3)(n+4)(n+5)(n +6) + 1 este numar natural impar
oricare ar fi n € WM.
Solutie si barem de corectare:
a) 20172018=a = 2a+ 1 = 40344037 = V201720182 + 40344037 =a +1...2 puncte

s n [ n
[@™ B~ 8B  Ba _ e By a b _
by [ m+ T -Tr3=[((-0) +2-6(f-0)+23=
=L = A8 23 = 4 = 2% s 2 puncte
ONotimy =n>+9n+18= (n+3)(n+6)=>(n+4)(n+5) =y +2
Jm+3)(n+4)(n+5)(n+6)+1=n>+9n+19pentrum € No....oooorinrnne. 1punct
n® + 91 + 19 este NUMAT iMPar PENtru 7 NUMAL PAL..........c.oveveveerereeeeeeeeereeeeeeeennenen. 1punct
n* + 9n + 19 este num impar pentru 1 NUMAL IMPAL ..........coovevevereeeeeeeeeeeeereeeeeeeeeans 1punct
Problema 2.
. . . AB B '
Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'in care = ¢ = cc .
AC BC'" CD'

Daci distanta dintre dreptele 4B'si CD este egali cu 8cm, atunci si se calculeze aria
triunghiului ACD .

Solutie si barem de corectare:

Fie AB =x,BC=vysiCC' =z,

AB BC cC' x ¥ z

_— = et [ _— _— - =1
AC  BC' €D'  [xT1y? 3T +z2 Nzt a

> x _ ¥ _ = — x4ty +=" — % (1)

22EyE yE45t 4x® 20k 4yt 450D
Din (1) rezultd ¢ x = ¥ = z i atunci paralelipipedul
dreptunghic ABCDA' B'C' D' ggte Gub..........oooeveeeeeeeeeeeeseeeeeseeeeseeeseseesseeesesesessesseseseseenes 3 puncte
B'AD'C este tetraedru regulat si d(AB',CD") = MN, unde
MN 1L AB'si MN 1 €D',iar M si N sunt mijloacele segmentelor AB'si,

1 r
resPectV CD e ettt 3 puncte
Dacd AB" = a, atunci AN = “:—3 si AM = =. Din teorema lui Pitagora in triunghiul
AMN obtinem MN =22 = 8em = a = AB' = 8 2em = AC =

-

aria triunghiului ACD este 3203 1M e v 1 punct
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Problema 3.

Fie numerele reale x, v,z = 1 astfel incat x +v + z = 6. Aratati ca

x*+3  y*+3  z°+3 }3
3x241 3yr4+1 32417 2
Gazeta matematica
Solutie si barem de corectare:

a%+3 1. (a—1)° .

— = - oricarearfia € [1,00) & ——— = Ooricarearfi @ € [1,00) (L1).............. 4 puncte
3a’+1l a al3a®+1)
Folosind (1) avem: e T % .......................... 3 puncte

3+l 3yR+l 34l T x vy 5 xtyts 6

Problema 4.

Triunghiul ABC are AB = AC=6cm,BC= 6+/3 cm si O este centrul cercului circumscris
acestui triunghi. Pe planul triunghiului ABC se construiesc perpendicularele AM si ON astfel incat
d(M,BC)+d(N,BC) 51

MN

ON = AM =8 cm. Sa se demonstreze ci

Solutie si barem de corectare:

Se aratd ca triunghiul ABC este obtuzunghic = O este in exteriorul triunghiului.............. 1punct
Cazull ON si AM sunt de aceeasi parte a planului ABC. Din T3 Lavem ME 1 BCsi
NE 1 BC,unde E este mijlocul laturii BC.

M,BC)+ B . .
= d(M,BC)+d(N,BC)=ME + NE > MN = M, C])MNd(N’ c) >1(in triunghiul MNE , suma
lungimilor a doua din laturi este mai mare decat a treia
10052 ) SRR 2 puncte

Cazul II: ON si AM nu sunt de aceeasi parte a planului ABC. Din T3 Lavem ME | BCsi NE 1 BC,
unde E este mijlocul laturii BC. OA = R = 6cm pentru ca aOAB echilateral

= OE =EA=3cm, MA|ON= M,E,N

d(M,BC)+d(N,BC) _

coliniare = d(M ,BC)+ d(N,BC) = ME + NE = MN = VN

l.

d(M,BC) +d(N,BC) _ |
MN -

Din cele doua cazuri =
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 17 februarie 2018
Clasa aVI-a

Problema 1.

Determinati numerele naturale nenule a,b,x, y astfel incat (a,b)=2""" si a+b=12. Am notat cu (a,b)

cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

Gazeta matematica

Solutie si barem de corectare:

(a,b)=2""=3Im,neN",cu (mn)=1a.1. a=m-2"" si b=n-2"" 2p
a+b=12=m-2"" +n-2"" =12,(m,n) =1 Ip
2 (m+n)=2"-3

2p
Cum x,yeN' = x+y>2 =>x+y=2sim+n=3, (mn)=1
Cazul I:
x=y=1 Ip
m=1=a=4
n=2=5b=8
Cazul II:
x:y:l lp

m=2=a=8
n=1=5b=4
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Problema 2.
2018%"® —2018%"" —2018"'¢ o
Aratati ca fractia este reductibila.
’ T 20177 -2017% —2017*"0 -1
Solutie si barem de corectare:
U(20182018) — U(82018) — U(84k+2) — 4 0,5p
U(20182017) — U(82017) — U(84k+l) — 8 0,5p
U(20182016) — U(82016) — U(84k) — 6 0,51)
2018 2017 _ 2016 —
U(20187° —-2018 20187°)=0 1,5p
U(20172018) — U(72018) — U(74k+2) — 9 0,5p
U(20172017) — U(72017) — U(74k+1) — 7 0,5p
U(20172016) — U(72016) — U(74k) — 1 0,5p
2018 2017 2016 _
U@R0177°=-2017""-2017""-1)=0 1,5p
Precizarea ca fractia se simplifica prin 2, 5 sau 10, deci este reductibila. 1p
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Problema 3.

Fie unghiul ascutit <t AOB si semidreapta [OC opusd semidreptei [OA. Stiind ca in semiplanul

determinat de dreapta OA si in care se afla semidreapta [OB, se duc OM L OA4si ON L OB si ca masura

X AOB este o treime din masura << NOC, iar [OP este bisectoarea <t AON, se cere:

a) Aflati masura unghiurilor <t AOB si < COP;

b) Demonstrati ca [OP este bisectoarea <t BOM.

Solutie si barem:

M P
N
B
C O A
a) Notam m(«x40B)=x = m(xCON)=3x
[OA si [OC semidrepte opuse = m(Xx40C)=180° = 1p
x+90°+3x=180° = x =22°30" = m(xAOB) = 22°30' 1
P
m(XAON) =x+90°=112°30’ 0,5p
[OP bisectoarea <t AON = m(XAOP) = m(<xPON) = w =56°15 .
p
m(<x<CON) =3x=67°30
0,5p
m(xXCOP) = m(«xCON)+ m(xNOP) =123°45'
0,5p
b) m(xBOP) =m(XAOP)—m(XAOB) =33°45' 1p
m(<MOP) = m(XAOM ) — m(«xAOP) = 33°45' 1p
Obtinem m(XBOP) = m(XxMOP)=33°45" = [OP bisectoarea <t BOM. 0,5p
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Problema 4.

Fie C si D doua puncte situate de o parte si de alta a segmentului [AB] astfel incat [AC]=[BC] si
[AD]=[BD]. Daca DANBC={M} si DBNAC={N} demonstrati ca:

a) <« MAC=«NBC;

b) [AM]=[BN].

Solutie si barem de corectare:

M N
C
A B
D
a) AACD = ABCD|[CD]=[CD] (latura comuna)
[AD]=[BD](p.)
m(XMAC) =180" — m(xCAD)
m(<NBC) =180 — m(«CBD) = <MAC = <NBC 2p
< CAD =<« CBD
b) AMAC = ANBC :| <MAC = <NBC (a)
(ULU) [AC]=[BC](ip.) = [AM]=[BN] 3p
AMCA = «<NCB (<« opuse la varf)
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 17 februarie 2018
Clasa aVlI-a

Problema 1.
Fie numerele a, b, c, d € R+ astfel incat @ *b "¢ d = 1. S3 se demonstreze cia E € N unde

2018+a 2018tk + 2018+¢ 2018+a
1+atab+abc 1+b+bet+bed 1+cted+eda 1+d+da+tdab

E:

Solutie si barem de corectare:

Se amplificad rapoartele: primul cu bed, al treilea cu b, al patrulea cu bc si se obtine ( 2p)

_ 2008hed+1  2018+b  20I8brbe  0ishereds ) )_2018-(bcd+1+b+bc)+1+b+bc+bcd(2)
bed +1+b+be  1+b+bctbed  b+be+bed+1  betbed+1+b" " bed +1+b+be P
:2019~(1+b+bc+bcd):20196N(1p)
1+b+bc+bed
Problema 2.

a) Sa se determine numarul natural ab , scris in sistemul de numeratie zecimal,daca

\/m:@_b_a .
b) Fie £, = ﬁ_1+\/§_\/§+...,—“"+1_\/;
V2 V6 n(n+1)

. Sa se determine m = 15 pentru care E,, € Q.

Solutie si barem de corectare:

a) Vaabba =109-a = aabba =11881-a*(2p)

> .a’
Pentrua >3=11881-a” > aabba (0,5p)
a0, cifra,

Prin verificare se obtine solutia a=1 si b=8, ab=18.(0,5p)

b)
S G S S rra U g S RN B M—&_[Q_LJ{@ ) ﬁ}
! \/5 \/E \/n(n+1) - m \/ﬁ \/n'(n+1) - \/5 \/5 3.2 \/ﬁ

ntl  n |11 1 RIS SRR B
Jo(ntl) Ja(ntl) ) N2 N2 BT Anel o Anel

E,eQoVn+tleQen+lpp,n<15=ne{3,8,15) (1p)
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Problema 3.

Fie ABC un triunghi ascutitunghic isoscel cu baza BC. Perpendicularele in A pe AB, respectiv AC
intersecteaza dreapta BC in E respectiv in E, respectiv F. Dacd EN L. AC,N € AC, FM 1 AB,M € AB

si EN N FM ={P}, demonstrati ci:
a) AEPF si ABPC sunt romburi.

b) MNST este dreptunghi, unde {T}=PB n AF si {S}=PC i1 AE.
Gazeta matematicda

Solutie si barem de corectare:

a) AABC isoscel cu baza BC = m(-< B) = m(-< C) :u°,m(-< A) =180" —2u
m(£LFAB)=m(<EAC)=2u"—-90",m(XABF)=m(«xACE) =180" —u o

AABF = AMACE(U.LU) = AF = AE(1)
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AF 1 AC,PE L AC = AF || PE(2)
AE 1 AB,PF | AB=> AE| PF(3)

Din (1), (2), (3) AEPFromb...............ccoieinninn. 2p

AM 1 PF,PS | AE = AM || PS = AB|| PC
AN | PE,PT 1 AF = AN || PT = AC|| PB

ABCP paralelogram, AB=AC = ABPC romb........ Ip

b) AFAP, Bortocentru = PT 1. AF(1p) @
AFAM = AFPT(1U.) = FM = FT = ATFMisoscel = FB 1. TM(0,5p) =~

Analog SN L CE (5). Din (4) si (5), TM||SN........ (0,5p)
AAPT = AAPS(1.U.) = AT = AS = ATASisoscel = AP 1 TS (6). Analog PA L MN (7) ...(1p). Din (6),

(7) = TS|IMN si cum TM || SN =TSNM paralelogram m(<MT,TS)=m(<AP,FE)=90° (unghiuri cu

laturi respectiv paralele) = MNST dreptunghi........ (1p)
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Problema 4.
Printr-un punct variabil D situat pe latura BC a triunghiului oarecare ABC, se duce paralela la mediana
AM, M € (BC), care intersecteaza dreptele AB si AC, in E si respectiv F. Aratati ca:
AF AE
a) —— = ——;
AC AB
b) DE + DF este constanta.

Solutie si barem de corectare:

a) .

M mijlocul [BC] = BM = MC, AM || DF \
Th.Thales AF DM Th.Thales AE DM '.I i
— “—=""(,5p), DE || AM — Z==""(1,5p) .

AC MC AB MB

Finalizare AF = AE .(0,5p)
AC AB

b)  AABC,DE || AM —£— BD _ DE (1,25p)
BM  AM
ACFD, AM || FD—2 €D _ DF (1,25p)
CM  AM

Adunand relatiile membru cu membru obtinem:

DE+DF _BC _
AM  BM

Deci DE+ DF =2AM =ct. (lp)

2
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 17 februarie 2018
Clasa aV-a

Problema 1. Se dau numerele:
a =[2+22 2% 4 0% 101 +2-(32)25}(1+225 +2%43%). 1 2431

b=2" {21111, =5 5-(10* ~9375): 5 |:9™ ~26.22} .2

a) Aratati ca a este patrat perfect si b nu este patrat perfect;
b) Comparati numerele date.

Barem:
a) Calculeazd a =3"........... 2p

Obtine h=2%  .......... 2p

Scrie pe a = (38 )2 = aeste patrat perfect........ 0,5p

Ultima cifra a lui b este 2, de unde rezulta ca numarul nu este patrat perfect. ............. 0,5p
b) Avem 3" <16"° =2% .. .. .. 1p

Dar 2% <2® ... 0,5p

Obtinem prin tranzitivitate cd a <b .....0,5p
Problema 2.

Intr-o scoald, numarul elevilor de clasa a V-a, este cuprins intre cel mai mic numar natural de trei cifre
distincte si cel mai mic numadr natural de trei cifre identice. Un sfert dintre acestia participa la corul
scolii si a noua parte dintre elevi frecventeaza cercul de matematica.

Cati elevi de clasa a V-a sunt in scoala?

Barem:
Fie 7 numairul de elevi. Atunci 102<n < 111. 2p
n:4n:9,(49)=1=n:36 4p
sau numarul de elevi este numar natural,

deci n se imparte exact la4 sila 9

n=108 1p
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Problema 3.

Determinati numerele de forma abc stiind ca prin impartire la bc, obtinem catul nenul c si restul 0.

Gazeta matematica
Barem:

100a + be = ¢-be = 100a = be -(c —1) cu cifrele a si ¢ nenule ...(2p)

Cumu (IOOa) =0 = cd si membrul drept are ultima cifrd 0 si cum c cifrd nenula aceasta ia valorile 5 si
Dacd ¢ =5=>100a =4-b5=b5=25-a= (a;b) €{(1;2),(37)}...(1,5p)
Dacid ¢=6=100a =556 = b6 =20a = nu avem solutie. ........(1p)

Obtinem numerele: 125 si375. (0,5p)

Problema 4.

a) Scrieti numarul 289 ca suma de 3 patrate perfecte.
b) Ardtati ca 8°°'% + 97018 + 127018 < 2897018

Barem:

a)289 = 8% + 9% + 12°
b) Efl}lﬁ = zsgfﬁlﬁl . S: = 8:[}'13 = 289:[!'16- . 8: 3p
g:l}lﬁ- = 289:[!'15' . 9: = 921}13 = 2892[!'16 . g:
121516 - zsgfﬂliél . 121 = lzfl}iﬂ = zsgfl}ié . 121
Adunand relatiile membru cu membru se obtine : 2p
Efl}ls + 9212:-13 + 122[}'13 < 289:[!'16 (E: + g: + 12:]
8:[}'13 _|_ 92[}'13 _|_ lzfl}ls = 2893}13.




