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Clasa a X-a

Problema 1. a) Sa se determine partea intreagd a numarului x = log, 3 +log5 5 +log: 8.
b) Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea functiei f: R = R,
f(x) = [x] + x,unde prin [x] am notat partea intreagd a numarului real x.

Solutie si barem de corectare:
a) x=log,3 +log;5 +log;8 > 3{/log,3-log; 5log; 8=

= 3:||I10g: Tos. 3 Log CSE3V3IZ A 1 punct
log,3 <2 log;5< -, log. B <= x <5 1 punct
S ] S e, 1 punct

b) flx) = f(¥) =x+[x] =y +[v]= 2([x] - [v]) = {r} - {x} (1)
0={yi<lsi—1<—{x}s0={v}—{x3e(—L1)(2) e, 1 punct

[x] — [v]este numar intreg(3)

Din (1),(2)siB)={}-{x}=0=[x]-WI=0=[x]=Dlsi{x}=l=x=y=

S B Y e A T 1 punct
Flx) = 1,5 2 2 () = L0 1 punct
2[x] eZsi2[x] =15 —{x}=2[x]=1

ceea ce este fals pentru cd 1 numir impar

= U et SUE e IV a, 1 punct

Problema 2. Fie a = 0si f: R — R o functie care verifica relatia :

—_—

flx+a)= %+ JFlx) = x) ¥xER

Sa se arate ca functia f este periodica.

Solutie si barem de corectare:

flx+a) == :*f[x]}— (et ee 1 punct
f) -2z 0= fx) 0] (2)
Din [;L] si(2)= f(x) € [;J ],‘v’x E R (3) oo 1 punct

f(x+za,) = %-i- JFx+a) — f2(x +a) =

=1+ F+ T @ - A+ T -7 @) =1+ [ ) + £
= 5 -—f (xj‘ = f(x)( am tinut cont de relatia (3))....cccovvervieerieriiieieeeee e 4 puncte

f[x + 2:1) f(x),adica f este functie periodica..........c.ccoovevviiiiieiceeeeeeeeee e 1 punct
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Problema 3. a) Fie x,y,z = 0.Demonstrai cd

4y e 2 o141 01 1
SR LN
z- x- V= 2\x v =
(***)
b)Fiea,b,c > 0cu a+b +c =1 Sasearateca:

a’(a+ 1]+b3(b+lj e+ 1] 1

o+ bc b+ca c +ab 3

Gazeta matematica
Solutie si barem de corectare:

] ] T ] ] T ] T ] ] ] ] I'Iv{ zﬂ- I-'x zﬂ-
)T IR L (D g B (L s ) e B (Radon) =

z° % ¥ Tt X ¥ = x ¥ (xty+z)® (xtytz)?®
i 6 - OO 1 punct
Fiy® et e 101 1,1
e +:[x+y+ Dz 2ty +5(+r40)z2
[
}2w||(x+y—|-z) (: + +2) 2 2V9 = 6t 1 punct
a®lat+1) | B*(B+1d | flc#l) __a* B* e? __a® B e®
b) atbec + bhica + cteh o A’ B= atbe + btac + c+nb’F o e+ be bteac ctab
Folosind inegalitatea lui Radon, obtinem:B = +;T++b;+:;]+ [ 5 T 1 punct
Pe de alta parte, avem: ab + ac + bc = I‘RH;—J”}- = i
si,din Titu Andreescu,a” + b* + ¢* = I:RH;—-MJ = %
Astfel, (1) devine : B = E_ = li,. () 1punct
Folosind inegalitatea lui Radon, obtinem:
C =- latbte) X = . () 1 punct
|vetbetvbtactVeotab ] (a+bcd+e |2(Btact+s eta A
(-*JI? +bel+ \Jl b+ac)+ \J' + b}l
2iatpe Ziptac  Z4czap
Dar,*—+ *—+*—— = |—[c1-|-bc]-|- |—[b-|- ac) + r[c-l—ab]
§+@ - §+bc+nc+nb - [+ L [+ L [+ b
= . = . _H|;[f1—|- C]‘l‘q;( +ﬂc]+w|;[c+a]¢='"
| | |
4 4 4 4
o —(a+b)+ |=-(b+ac)+ - (c+ab)<-=
l9 l9 l9 3
N W N i
= (w (a+ bc) + w'l_ (b + ac) + w'l_ (c + ab]) < #:‘ ) 1 punct
1
Din(3)si(4) = C P; E_E

Asadar,.ﬁl—B+C3%+§=—=¥ 1 punct

[
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Problema 4. Fie n € N,n > 2,ecuatia x" +2018x+ 1 = 0 siz € C — R solutie a acestei ecuatii.

nf 1
Demonstrati ci |z] = = |— .
: Y n—1

Solutie si barem de corectare:
Dacid z = r(cost + isint) cu sint # 0 este solufie strict complexi a ecuatiei, atunci
r*(cosnt +isinnt)+ 2018r(cost+isint) +1=0...........cc.cccei i e e e ... 2 pUncte
r® cos nt +2018rcost+1 =0 |- (—sin t)
r™ sin nt + 2018rsint = 0| - (cos t)

r(sinntcost—sintcosnt) —sint =0 2 puncte
no_ Fint
= sinln—1)t
|zin ¢
n —
T o g oo e 1 punct
Dar |sinkt| < klsint|, Wk € N = |sin(n —1)t]| < (n— Dlsintl...cc.coor e ee e, 1 punct
1 n |'T
n—1 | n—1
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Clasa a [X-a

Problema 1.

Rezolvati in K ecuatia llx:fa = =2
No- y 3

Barem: x = —2six=3'n"—2n e N.... 2p
I neM
11£w||¥:‘:11+1:‘-[

n=1 =ne{l1,23,4} = x € {1,10,25,46}
n-(n—4)<1
1p 3p 1p

Problema 2.
Fie triunghiul ABC cu centrul de greutate G. Punctele M, N si P sunt simetricele punctelor A, B si C
in raport cu B, C si respectiv A.
a) Demonstratica 3 - MG-+CB=4-BA
b) Daca centrul de greutate al triunghiului MNP coincide cu ortocentrul triunghiului ABC,
demonstrati ca triunghiul MNP este echilateral.

Barem: a) Exprima vectorul MG si verifica relatia......... 3p
b)Justifica faptul cd AABC si AMNP au acelasi centru de greutate......2p
Deduce ca AABC este echilateral....1p
Deduce ca AM NP este echilateral....1p

Problema 3.
Numerele reale @, b, c = 0 verificdrelatiaa b +b c +c-a =3.
. et 4B bRt cP4at . Babcte

Demonstrati ca -+ - - = .
> at+b+1l b4+l cta+l atb+c+3

Gazeta matematica

Barem: Fiep=a-b-csis=a+b+c.
E a +ib :’E '.:H'Hi‘:' - (Z-5) _ 2=
a+b+1l — T Z-la+b+l) T 4szde 2243
323-Yplops1 =22 2p

= v 2 D = 213 agg e

12 2 .
2 -3 (T +6s+6) =0 1p

s?=3-(ab+b-c+ca) =5—3=0.............. 1p
Finalizare........... 1p

']
2-5
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Problema 4.

Fie numerele x, v,z € [—1,1] \ {0}, oricare doua diferite, care verificd egalititile

1 1 1 . . P Tt
x+v+z==+=+==1.Pentru fiecare n € N definim numerele a,, = si
x ¥ =

x4y 4zt

S,.= la,]+ [a,] +-+ [a,]. Demonstrati ci [ﬂ] =5, <2- ”ﬂi],‘v'n € N*,

-

Barem: Obtine cd exact unul dintre numerele x, ¥ si = este 1 si celelalte doua sunt opuse......2p

. 1+ 2-a™", nimpar
Existi a € (—1,1)\ {0} al a_ = 1T e 1p
—— ,npar
1+2a
Termenii a,, de rang par au partea intreaga O ......... 1p
Termenii a,, de rang impar au partea intreagd 1 sau 2 ......... 1p
S, = 5,.,._, sifiecare contine exact k termeni nenuli, deci k < 5,,_; = 5,,. <= 2k ..... 1p

Finalizare........ 1p
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Etapa locala — Vaslui, 17 februarie 2018
Clasa a XI-a
Problema 1.
Se dau matricele 4, B € M, (R) cu proprietatea A - B = 0,. Aratati cd
a) det(B*+1,) = 0;
b) det(A®+ A+2I,) = 0;
c) det(A*+ A+2I, +2B7) =0.

Solutie si barem de corectare:
a) det(B> + 1,) = det((B +il,) (B —il,)) = det(B + il,) -det(B + 1I,) = |det(B +il,)|* = 0;2
p-

b) 1 p. Ecuatia x* + x + 2 = 0 are solutiile x, =

—1+i7 .
W Sl

Xy =Xy = _l+j\‘$ = AT+ A+ 2L, = [A_xl'{u][jﬂ_x_l'{njz}

2p. =>det(A*+ A+ 21) =det(A —x,I ) -det(A—x,1) =|det(A—x,1)|* = 0;

olp. (A2 +A+21)(B*+1,)=4A"+A+ 21, +2B°
1p. det(A2+ A+ 21 4+ 2B%) =det(A2+ A+ 21 ) -det(B2+1) = 0.

Problema 2.

Se da sirul (x,,),c definit prin x, € (0,1),x, 4, = x> —x, + 1,¥n € N*. Si se calculeze

lim (2, - 25 0 o x,)

n—oa

Solutie si barem de corectare:

Xpag — X, = (x, —1)* = 0= (x,),c,+ Monoton crescator 1p.
x, € (0,1), presupun x,, € (0,1) si demonstrez ca x,, € (0,1)
Yoy —1=x0—x, =%, (x, —1)<0=x,,, <1

, 1?3
Xppg = Xp —x,+ 1= (xk—i) —|—1::=EI
Conform PIM rezultd x,, € (0,1),%n =1 1p.

Conform Teoremei Weierstrass rezultd (x,,),=y* convergent. 1p.

Fie
leRr,I=lim x,
noe . 9 .
Trecand la limita 1n relatia de recurentd se obtine
I=PF-I+1=21=1 1p.
Xnen—1
x =5 1
. . . _ xn—1 . xg—1 . . per— 1 _ T |
(xl Xz ® - x”] x,-1 x,—1 77 xp-1 x,—1 lp.
lim, . (%, 2, -x,) = lim 22222 =0 1p.

n—ea X;=1
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Problema 3.

Se considerd o multime G ¢ M, (R) cu proprietitile:

P;: Pentru orice 4,8 € G avem 4 + B € G;
P,: Pentru orice 4 € M,(R) cu proprietatea Tr[: A -A) =1,avem 4 € G.

Sa se demonstreze ca G = M,(R).
Gazeta matematica

Solutie si barem de corectare:

1p.dacd 4;, 4,, ..., 4, EGatunci 4, + 4, + ..+ 4, EGVneE N =>nd €G VA EG,VnEN".
1p. daca A € M,(R) astfel incét Tr( f4-A) = 1= Tr( f((—A4) - (—Aj) =1=4,—-4€G.

0,5p. daca 4 = (ﬂ' b

dj atunci TI‘"[ rﬂﬂ) = g° + B + ol _|_d2
C

1p. fie
4, = (é g}rﬂ: = (g é}ﬂ"la = (? g},ﬂ4 = (g ?} gﬂl,fl:,fla,ﬂ‘} £G=gA, EG, Vg€

__ B,
ZVi=TA=VAEM(Z)=AEG

. . _ X 0 _ X 0 B, Fy _
0,5p. fiex € (0,1)si Bl_(ﬂ »,fﬁ)’gf_(n B fl_x:)zbﬁ‘l,ﬂz EG3C,=B,+B,€6
1p. analog
0 2x\ . _ (0 0y . (0 0 x ¥
&=, % ).Cs= (Ex D),c4 = (n Ex) € G,vx € (0,1) =:-(‘E r)E G, vx,y,z,t € (0,1)
_(a b _ (la] [b]) ({ﬂ} Eb})
1p. fie A _(C d]e M,(R)= A= ([C] )l @) eem

0,5p. vA G =4 M, (R).(2)
0,5p. (1)si 2) = G = M,(R).
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Problema 4.

Fie sirul (x,,) .y definit prin x, = 1,x, = 2 si nx,,, +(n—-1)x,, =(2n-1)x,,Vn>2,neN.

n+l

Sa se calculeze lim

n—0
n-cos—
n

Solutie si barem de corectare:

lp‘ NXpeq + (n‘ ljx:z 1= (2]"1— 1).’1’ - n‘(x:z+1 — Xpd = (n‘_ 1) (x:lz - x:z—lj =
(n-1) n—1 n-2 1 1
lp' = (x:-z+1 X = T X — X J.j Tn m—1 (x:'z—l _x:z—ﬂj == ;(.’X: —le) -
1
Tn =" %p-17 n—1
1 1 1 1
lp. Tn-1 7 Xn-2 I =}‘I”—E+;+;+"'+”_l
X, —xy =1
1p.
1,1 1 1
T 2+ E T E T + n—1 E
lim ————— = lim = lim =
T R n - cos = " (n+ 1) cos—— —ncos=
n n (n —|— 1) n
. 1
1p. = lim_ _ pr—
— 105
nZ
1p.
. cﬂjln:--_l_cﬂs.% . Zsin ::;‘1::'_'32.” :.'1'.'._1+'_l . sin ::;‘1.'1-'-:'_' Sih:n';r_' In+1
lim, . ————=1lim, . T = lim, ., —=wer T R
I = Inint+1)
n= n= znln+ ol zmln+o)
n® =0

Znintl) ’
1p. lim —=no=0

1 —ea 1
n-cos—
F
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Clasa a XII-a
xe R\ {—l}}
3 ([

a) Ardtati cd A(x) - A(y)=AQBxy+x+y),Vx,y e R\ {—%} .

. . I+6x 9x
Problema 1. Fie multimea G =< A(x) =

—2x 1-3x

b) Demonstrati ca G este grup abelian in raport cu inmultirea matricelor patratice de ordinul 2.
c) Aratati ca grupurile (R*,~) si(G,-) sunt izomorfe.

Solutie si barem de corectare:

a)Verificarea egalitatii A(x)- A(y) = AQBxy+x+y),Vx,y e R\ {—%} ..................... 1p
1 1 1
3xpy+x+y+# —E,Vx,y ER\{—E} = (3x+1)(3y+1) #0,Vx,ye R\{—g} .................. 1p
b) G este parte stabild a multimii M, (C)fad de iInmultirea matricelor
verificarea celor patru axiome din definifia unui grup abelian .....................cooiinL 3p
* X _1
¢) f:R =G, f(x)= A(T)
demonstrarea bijectivitatii fUNCLICl [ ......ccooiiiiniiiii e 1p
F(-Y) = F() L)X, 7 € R 1p

Problema 2. Fie (G,-)un grup cu proprietatea ci existd o functie injectivd f:G — G, astfel incat

& fOo)=x -f(x3 ~y),Vx,y €G.. Sa se arate ¢ (G,-) este grup abelian.

Solutie si barem de corectare:
Se noteaza e elementul neutru al grupului (G,~).

Pentru x = eegalitatea din enunt devine f(f (1)) =f ( y) VY EG 1p
si obtinem f(y)=y,Vye G ,deoarece functia f este injectiva........cccceevnveneenerennne... AP
x4-y=x3-(x3-y),Vx,yeG. ........................................................................... 2p

Folosind asociativitatea si simplificarea la stanga intr-un grup se ajunge la

Din x y2 =e=(xy)2 =xyx,Vx,y€G si folosind simplificarea intr-un grup deducem ca
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Problema 3. Fie f:(—1;00) >R o functie cu f(0)=0 care admite o primitivd F cu proprietatea
x+F(x)= (1 + x) - f(x), Vxe (—1;00) . Aratati ca numarul f(e—1)este intreg.

Gazeta matematicd
Solutie si barem de corectare:

(I+x)- f(x)—F(x) _ X

(I+x)- f(x)-F(x)=x & (1+x)2 (1+x)2 LVxe(=150) i, 1p
F(x) '_ X -

(1+xj —(l+x)2,Vxe(—l, ) e, 1p
@:ln(x+l)+L+c<:>F(x)=(x+1)ln(x+1)+1+c(x+l) 2p
i e =letl)in{at ) el s
SO ZI(X ALY F1HC it 1p
Din £(0)=0, obtinem ¢=-1 si f(x)zln(x+1) .............................................. 1p
Je=1)=1,deCl f(E=1)EZ oonaeneiiiii e 1p

Problema 4.
a) Calculati j (9" =97 W3" +3dx.
b) Fie f:R — Ro functie cu proprietatea f~ (x)+f(x) =x,VxeR. Sa se arate ca f admite

primitive pe R.

Solutie si barem de corectare:

3 5
3 2 3
a)| (9 =9 W3 +3"dx=|(3"+37 ) (3 -3 )dx==(3"+3 )P +Cc.iii, 3
O =N J 3] (3-37)ar=5(3+37) P
b) Considerdm functia g:R — R, g(x)=x+x. Din ipotezd obtinem go f =1,........... 1p
g (x)=5x"+1>0,VxeR, geste strict crescitoare pe R , deci g este injectiva.................. 1p

Cum g este continua, limg(x)=—osi limg(x)=ccobtinem g(R)=R, deci g este

]88 5118 A2 1p
g bijectivd, f =g ', g continui pe R, deci f este continud pe R, ceea ce inseamni ci f admite

Primitive Pe IR ... 1p



